LAVORO VIRTUALE INTERNO Proponiamoci di determinare iavoro virtuale

prodotto da un sistema di tensioni equilibrato suelemento infinitesimo di materiale

soggetto ad uno spostamento generico, non ne@esate coincidente con quello
fisicamente prodotto dalle tensioni. Per indicgqteesta circostanza useremo l'aggettivo
virtuale per indicare il lavoro cosi calcolato.

Osserviamo che se il sistema di tensioni e in daial (e quindi soddisfa le relazioni
del teorema di Cauchy), per il Principio dei lawartuali nella sua formulazione relativa

ai corpi rigidi esso compie un lavoro totale nykr qualunque spostamento rigido virtuale.

Possiamo considerare quindi il lavoro delle temsiapplicate all’elemento di
materiale per gli spostamenti dovuti alla sola od®efzione pura. Inoltre € possibile
calcolare questo lavoro come somma di contribuatike alle deformazioni elementari
corrispondenti agli elementi della matrice di defazione. Calcoliamo quindi prima il

lavoro prodotto in un estensione monoassiale secdtadsex, cosi come mostrato in

Figura:
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Le uniche forze interne che compiono lavoro prresta particolare deformazione
sono le forzes,dydz, i cui punti di applicazione subiscono lo spostatoeaelativo £,dX. |l

lavoro svolto e quindi pari a dydzlZ, dx= ¢, dV.



Considerando successivamente delle estensioni resiabiasecondo I'assge I'asse

Z, nello stesso modo otteniamo:
dL, =o . ,dV dL =0 £.,dV

Consideriamo ora uno scorrimento puro secondadzidnix ey:
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Le uniche forze che compiono lavoro per questdicolare deformazione sono le
forze elementarir,,dxdz, i cui punti di applicazione subiscono lo spostato relativo
y,,dyi2 e le forze elementari, dydz, i cui punti di applicazione subiscono lo spostatn
relativoy, dx/2

Consideriamo successivamente degli scorrimenborsgx le altre due coppie di assi

coordinati e nello stesso modo otteniamo:
dLXZ - Z-Z)J/Z>$:IV
dLyz = szyzpv



In una deformazione generica, il lavoro virtualesomma di tutti i termini prima calcolati

€ percio si scrive:
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dove il termineT [E, denominatgprodotto interno della matrice (o tensore) di tems
per la matrice (o tensore) di deformaziorse,ottiene moltiplicando ogni elemento della
matrice di tensione per il corrispondente elemed&da matrice di deformazione e
sommando tutti i prodotti cosi ottenuti.

Si noti che il prodotto interno delle matrici dngone e deformazione esprime una
grandezza fisicail(lavoro interno per unita di volume¢ indipendente dal sistema di

riferimento ed é quindi invariante rispetto alleltz dello stesso.



TEOREMA DEI LAVORI VIRTUALI Il Teorema dei lavori virtuali per i corpi
deformabili puo pensarsi come estensione dellG@yprincipio gia enunciato nel caso dei

corpi rigidi. Il teorema stabilisce uno dei ristilteentrali della meccanica dei solidi e delle
strutture. Qui il teorema e enunciato per brevitan riferimento ad un corpo libero da

vincoli.

Il teorema afferma che, assegnato un corpo cdstdai materiale qualsiasi comungue Si

consideri un sistema di forze esterne e intemselibrato, che cioe soddisfi le proposizioni

del teorema di Cauchy:

t,+t,+t,,+Y=0in V

T=T"in V

p=tn.+t,n+t,n, su S

e comunqgue si consideri un sistema di spostameldiamazioncongruente che soddisfi

cioe la relazione

E:%(DV+DVT)

allora il lavorovirtuale svolto dalle forzeesternee identicamente pari al lavoro virtuale

svolto dalle forzenterne

jp@ds+j¥@dv sz[E dv
Y, Vv '
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Nella forma qui enunciata il teorema dei lavoritvali assume quindi come ipotesi
I'equilibrio delle forze interne ed esterre la congruenza del sistema di spostamenti e
deformazioni Da queste ipotesi deduce dh&avoro virtuale esterno € identicamente pari
al lavoro virtuale interno
Piu in generale si pud mostrare che una qualsiggiia delle tre proprieta :

» Equilibrio delle forze esterne ed interne

« Congruenza del sistema di spostamenti e deformiazion



 Identita tra lavoro virtuale esterno ed interno
implica la terza proprieta rimanente.

Si noti ancora che se si considera un corpo rigpdché la deformazione € ovunque nulla,

il teorema afferma che:

jp@/ds +jYD/dV =0
S \%

Quindi in questo caso il lavorairtuale svolto dalle forze esterne € identicamente nullo.
Quindi, le forze interne non compiono alcun lavaiduale in corrispondenza di uno

spostamento rigido.

Dimostr azione (Facoltativa)

La dimostrazione del teorema si basa sulle forniilé&auss-Green, che permettono la
trasformazione di un integrale di superficie inintegrale di volume. In particolare, &)
e una funzione sufficientemente regolare dellaalslie x si ha:

[ f(x)ndsq £,(% av

S
dove n e la componente secondo l'asse x della normalerrestalla superficie S che
delimita il dominio di volume V.

Consideriamo ora I'espressione del lavoro virteserno:

Le:jpﬂ/ds+jYD/dV_
S \Y

Per I'equazione di equilibrio sulla superficie libalel corpo si ha:

L=[(t,;n +t,n,+t n)ds +[Y ¥ dv
S \%

ed applicando le formule di Gauss-Green:
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dove l'ultimo integrale € nullo in virtu dellequiane indefinita di equilibrio alla

traslazione. A questo punto possiamo ancora sexiver
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dove si & osservato che devono essere soddigattadizioni di equilibrio alla rotazione. Il

teorema e quindi dimostrato.



Applicazione del Teoremalei L.V. alle travature reticolariUn caso semplice
applicazione del Teorema ddi.V. alla meccanica delle strutturecostituito di calcolo
degli spostamenti nodali nelteavature reticola. Queste strutturesono sistemi daste
rettilinee che, per la loro particolae geometria e condizion€éi caric(, possono
rappresentarsi tramite sistemi pendoli, semplicemente tesi o compr¢ Calcoliamo

dapprima il lavoro virtuale interno su un siro pendolo:

>

:

Escludendgiccole zone in corrispondenza nodi delle travaturda stato di tensione

monoassiale. Quindiper una generica a:
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Il lavoro virtuale interno su una singola aé percio pari a:
L :ja;ezdv:N—& dv= NAL
\% A L \%

dove, poiché il lavoro ¢ virtualey kforzoN" non & necessariamente coincide lo sforzo
che ha prodotto la variazione di lunghe AL dell’asta.
Applicando il Teorema dei Lavori Virtuali si |



S(F ) =5 (o
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dove la prima sommatoria & estesa a tutti i nodcleg mentre la seconda € estesa a tutte le

aste. Se le aste sono in fase elastica risulta:
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Calcolare I'abbassamentf) el nodo 1 per effetto del carico P.
Analis statica:

D> Fo=0=H,=H,
YR =0=V,=P
> Mg=0=>H,0-P@ =0=>H,=P=H,

]

P Sforzi:
2P 5 4 N,, =2P= N, (trazion

] N,, = P= N,,( compression
N,, = 2P = N,,(compressior
N,, = P= N,,(compressior)t
N, =\/2P= N.,(traziong
N35 = 0: N53
© N,; = P= N;,(traziong

2P
>0
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Calcolo di L', per ciascuna asta:

ASTA1-2: L, = P[E P'j ASTA5-4: L, =(P) [Eﬂj ASTA5-4: L', =0
EA EA

ASTA 3-2: L, —2P[€ Zplj ASTA 2-4: L', =(-P) _ﬂj
EA EA

ASTA 4-1: L, =J2PI- 2P1 ASTAs 5-2:L, :(ﬁp) _2P1
EA EA

CalcolodiL’,:
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